





Классификация элементов высоты 3 решетки abτ -замкнутых  




Все рассматриваемые группы предполагаются конечными. Дается описание элементов высоты 3  
решетки всех τ -замкнутых ω -насыщенных формаций конечных групп, в случае ( )Gτ  – множе-
ство всех абнормальных групп G  для любой группы G .  
Ключевые слова: конечная группа, решетка, формация, ω -насыщенная формация, подгруппо-
вой функтор. 
 
All groups considered are finite. Only finite groups are considered in the paper. The purpose of the paper is 
to describe elements of the height 3  of the lattice of all τ -closed ω -saturated formations in the case when 
( )Gτ  is a set of all abnormal groups G  for any group G .  
Keywords: finite group, lattice formation, ω -saturated formation subgroup functor. 
 
Введение. В работе рассматриваются только конечные группы. Используются стандартные 
определения и обозначения [1]–[5]. Кроме того, нам будут необходимы некоторые определения и 
обозначения из работы А.Н. Скибы и Л.А. Шеметкова [3] и понятие подгруппового функтора, вве-
денное А.Н. Скибой в монографии [2].  
Напомним, что подгрупповой функтор в смысле А.Н. Скибы [2] сопоставляет каждой группе 
G  такую систему ее подгрупп ( )Gτ , что выполняются следующие условия:  
1) ( )G Gτ∈  для любой группы G ;  
2) для любого эпиморфизма A Bφ : →  и для любых групп ( )H Aτ∈  и ( )T Bτ∈  имеет место  
 
1
( ) и ( )H B T Aφ φτ τ
−
∈ ∈ .  
В дальнейшем τ  обозначает некоторый фиксированный подгрупповой функтор Скибы. Фор-
мация ℑ  называется τ -замкнутой [2], если ( )Gτ ⊆ ℑ  для всех групп G∈ℑ .  
Формация ℑ  является элементом высоты n  решетки всех τ -замкнутых ω -насыщенных 
формаций, когда n  – точная верхняя грань длин цепей  
 0 1 1(1) n n… −∅ = ℑ ⊂ = ℑ ⊂ ⊂ ℑ ⊂ ℑ = ℑ,  
в которой iℑ  – τ -замкнутая ω -насыщенная формация при 0i … n= , , .  
Цель данной работы – описание элементов высоты 3  решетки всех τ -замкнутых ω -
насыщенных формаций конечных групп, в случае, когда ( )Gτ  – множество всех абнормальных групп 
G  для любой группы G .  
Используемые результаты. В данном разделе приведены в виде лемм некоторые результаты, 
используемые при доказательстве основного результата.  
Лемма 2.1 [6, с. 51]. Пусть ℑ  – τ -замкнутая ω -насыщенная формация. Тогда в том и 
только в том случае ℑ  является элементом высоты 3  решетки всех τ -замкнутых ω -насыщенных 
формаций, когда formGωτℑ = , где либо 1 2G A A= × , 1A  и 2A  – такие неизоморфные простые груп-
пы, что ( ) {1 }i iA Aτ ⊆ ,  и при p , делящем iA| | , где p ω∈ , имеет место iA p| |= , либо G  – такая 
монолитическая группа с цоколем R , что выполняется одно из следующих условий:  
1)  pR G= N  – неабелева группа, и все собственные τ -подгруппы группы G  являются p -
группами, причем ( ) { }R pπ ω∩ =  для некоторого p ω∈ ;  
2)  R G≠  – ω′ -группа, pR G= N  для некоторого числа p ω∈ , и все собственные τ -
подгруппы группы G  являются p -группами;  
3)  G  – циклическая примарная группа порядка 2p , где p ω∉ ;  
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4)  G  – неабелева группа порядка 3p  простой нечетной экспоненты p ω∉ ;  
5)  ( )R G⊆ Φ , ( )Gπ ω∩ =∅ , и найдется такая простая группа A  с условием 
( ) {1 }A Aτ ⊆ , , что всякая неединичная группа из ( ( ) { }) { }G G G Rτ ∪ /‚  имеет вид  
 1 tA … A× × ,  
где 1t ≥ , 1 tA … A A   , причем либо R G≠ , либо R G=  – простая группа с ( ) {1 }G Gτ ⊆ , .  
 Мы будем использовать следующую теорему Бернсайда: 
Лемма 2.2. Если группа бипримарна, тогда она разрешима.  







= ,×  
где iG  – неабелева простая группа для всех i  и E NG≠ . Тогда существует подмножество 
{1 }J … n⊆ , ,  такое, что  
 jj JN G∈= .×  
Лемма 2.4 [5, с. 55]. Если K  – нормальная подгруппа конечной группы G  и P  – силовская 
p -подгруппа из K , то ( )GG N P K= .  
Лемма 2.5 [5, с. 50]. Пусть конечная группа G  имеет порядок mp s , где p  – простое число и 
p  не делит s . Тогда справедливы следующие утверждения:  
(1)  в группе G  существует подгруппа порядка ip  для каждого 1 2i … m= , , , ;  
(2)  если H  – p -подгруппа группы G  и P  – подгруппа порядка mp , то существует такой 
элемент a G∈ , что aH P≤ ;  
(3)  любые две подгруппы порядка mp  сопряжены в группе G ;  
(4)  число подгрупп порядка mp  в группе G  сравнимо с единицей по модулю p  и делит s .  
Основной результат. 
Теорема. Пусть ℑ  – abτ -замкнутая ω -насыщенная формация. Тогда в том и только в том 
случае ℑ  является элементом высоты 3  решетки всех abτ -замкнутых ω -насыщенных формаций, 
когда formab G
ωτℑ = , где либо G  – абелева группа порядка pq , где p  и q -различные простые чис-
ла, либо G  одна из следующих групп:  
1)  R G≠  – абелева ω′ -группа, pNR G=  для некоторого p ω∈ , и все собственные абнор-
мальные подгруппы группы G  являются p -группами;  
2)  G  – циклическая примарная группа порядка 2p , где p ω∉ ;  
3)  G  – неабелева группа порядка 3p  простой нечетной экспоненты p ω∉ .  
Доказательство. Необходимость. Поскольку формация ℑ  является элементом высоты 3  
решетки всех abτ -замкнутых ω -насыщенных формаций, то согласно лемме 2.1 
 formab G
ωτℑ = , 
где либо 1 2G A A= × , 1A  и 2A  – такие неизоморфные простые группы, что ( ) {1 }ab i iA Aτ ⊆ ,  и при p , 
делящем iA| | , где p ω∈ , имеет место iA p| |= , либо G  – такая монолитическая группа с цоколем 
R , что выполняется одно из следующих условий:  
а) p
NR G=  – неабелева группа, и все собственные абнормальные подгруппы группы G  яв-
ляются p -группами, причем ( ) { }R pπ ω∩ =  для некоторого p ω∈ ;  
б) R G≠  – ω′ -группа, pNR G=  для некоторого p ω∈ , и все собственные абнормальные 
подгруппы группы G  являются p -группами;  
в) G  – циклическая примарная группа порядка 2p , где p ω∉ ;  




д) ( )R G⊆ Φ , R G≠ , ( )Gπ ω∩ =∅ , и найдется такая простая группа A  с условием 
( ) {1 }ab A Aτ ⊆ , , что всякая неединичная группа из ( ( ) { }) { }ab G G G Rτ ∪ /‚  имеет вид  
 1 tA … A× × ,  
где 1t ≥ , 1 tA … A A   .  
Прежде предположим, что  
 1 2G A A= × ,  
где 1A  и 2A  – такие неизоморфные простые группы, что ( ) {1 }ab i iA Aτ ⊆ , ; и при p , делящем iA| | , 
где p ω∈ , имеет место iA p| |= .  
Предположим, что iA  – неабелева группа. Тогда все максимальные подгруппы этой группы 
являются абнормальными. Но поскольку справедливо включение  
 ( ) {1 }ab i iA Aτ ⊆ , ,  
то максимальные подгруппы группы iA  являются единичными. А значит, группа iA  является груп-
пой простого порядка p . Получили противоречие с нашим допущением. Следовательно, группа 1A  и 
2A  – простые абелевы группы. Значит, 1A  и 2A  – группы простых порядков p  и q  соответственно, 
причем p q≠ . Тогда G  – абелева группа порядка pq , где p  и q  – различные простые числа.  
Пусть теперь G  – такая монолитическая группа с цоколем R , что выполняется условие а). 
Тогда, поскольку R  – неабелева группа, по лемме 2.2 ( ) 2Rπ| |> . Пусть 
  1( ) { }tR p … pπ = , , .  
Тогда 2t > . Поэтому найдется такое i , что 3ip > . Пусть 1 3p p= >  и pR  – силовская в R  p -
подгруппа.  
Если  
 ( )R p pN R R= ,  
то нормализатор силовской p -подгруппы pR  группы R  p -разложим. Поэтому по результату Глау-
бермана [7] в R  имеется нормальная подгруппа H  индекса p , т.е. R H p| / |= . Но 
 1 nR A … A= × × , 
где 1 nA … A   – простая неабелева группа, и по лемме 2.3  
1 ai i
H A … A= × ×  
для некоторых 1 {1 }ai … i … n, , ∈ , , . Следовательно,  
 
1 bj j p
R H A … A Z/ × × ,   
где 1 1{1 } { }b aj … j … n i … i, , = , , , ,‚ . Противоречие. Значит,  
 ( )R p pN R R≠ .  
Следовательно, найдется такое простое число q p≠ , что | | ( )R pq N R | . Поскольку 
pR R≠ , то  
 ( )G pN R G≠ .  
Значит, найдется такая максимальная в G  подгруппа M , что ( )G pN R M⊆  и по лемме 2.4  
 ( )G pG N R R= ⋅ .  
Следовательно, G M R= ⋅ . А значит, 1GM = . Поэтому подгруппа M  является абнормаль-
ной в G . А значит, подгруппа M  является примарной группой. Противоречие. Итак, данный случай 
невозможен.  
Пусть группа G  удовлетворяет условию б). Тогда, рассуждая также, как и выше, видим, что 
R G≠  является абелевой ω′ -группой, т.е. выполняется условие 1) теоремы.  
Случаи, когда группа G  удовлетворяет условиям в) и г), совпадают с условиями 2) и 3) тео-
ремы соответственно.  
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Пусть теперь относительно группы G  выполняется условие д). Как и видим выше, что  
A  – группа простого порядка, скажем p . Значит, всякая неединичная группа из ( ) { }ab G Gτ ‚  явля-
ется p -группой. Согласно лемме 2.5 это означает, что G  – p -группа. Так как по условию  
( )R G⊆ Φ  
и R  – единственная минимальная нормальная подгруппа группы G , то ( ) 1GΦ = . Поэтому G  – 
элементарная абелева p -группа, а значит, G R=  – группа порядка p . Противоречие. Итак, данный 
случай невозможен.  
Достаточность. Пусть G  – абелева группа порядка pq , где p  и q  – различные простые 
числа и formab G
ωτℑ = . Тогда  
 1 2G A A= × ,  
где 1A  и 2A  – группы простых порядков p  и q  соответственно, причем p q≠ . Следовательно,  
 ( ) {1 }ab i iA Aτ ⊆ , ,  
и поэтому, согласно лемме 2.1 формация ℑ  является элементом высоты 3  решетки всех abτ -
замкнутых ω -насыщенных формаций.  
Пусть теперь G  удовлетворяет одному из условий 1), 2). Тогда согласно лемме 2.1 формация ℑ  
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